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ABSTRACT

This paper introduces Auslander-Reiten Sequences in mod A, where A is a finite
dimensional K-algebra. We will also introduces almost split morphism, as a special form of

morphisms, which will provide a natural way to present the form of Auslander-Reiten
sequences. These sequences are particulary useful in representation theory of algebras.
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PENDAHULUAN

Barisan Auslander-Reiten adalah ben-
tuk khusus dari bentuk barisan eksak. Barisan
ini disebut juga barisan hampir terpisah.
Notasi morfisma tak tereduksi dan barisan
hampir terpisah ini  diperkenalkan oleh
Auslander (Auslander, 1974) dan Auslander
dan Reiten (1975; 1977). Morfisma tak te-
reduksi akan digunakan untuk mengkonstruksi
modul tak terdekomposisi. Dan morfisma tak
terduksi merupakan komponen dari morfisma
hampir terpisah. Untuk dapat membentuk
barisan hampir terpisah, cara yang paling
alami digunakan adalah melalui morfisma
hampir terpisah.

Tulisan ini merupakan studi literatur
yang merupakan pembahasan mendalam dari
Teori Auslander-Reiten (Assem er al. 2005).
Sistematika pembahasan adalah sebagai
berikut: pada bagian pertama akan dibahas
mengenal bentuk khusus morfisma yaitu
morfisma minimal, morfisma hampir terpisah
dan morfisma tak tereduksi. Pada bagian ke-
dua akan di bahas mengenai Barisan Aus-
lander-Reiten dan pembahasan bagian per-
tama akan digunakan untuk memberikan
karakteristik untuk barisan tersebut.
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Morfisma Tak Tereduksi

Pada bagian pertama ini  akan
diperkenalkan gagasan dari morfisma tak
tereduksi, minimal, dan morfisma hampir
terpisah di kategori mod A. Berdasarkan teo-

rema ketunggalan dekomposisi, setiap modul
di mod Aadalah jumlah langsung dari modul
tak terdekomposisi sedemikian hingga de-
komposisinya itu tunggal dan begitu juga
dengan permutasi dari suku-suku tak ter-
dekomposisinya.

Definisi 1.1
Misal £, M N adalah modul di mod A

. Homomorfisma 4-modul f:L— M
disebut  minimal  kiri  jika setiap
h € EndM sedemikian hingga

hf = f adalah automorfisma.

2. Homomorfisma A4-modul g: M — N
disebut minimal kanan jika setiap
k € EndM sedemikian hingga

gk = g adalah automorfisma.
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3, Homomorfisma A-modul f:L— M

disebut hampir terpisah kiri, jika:

a  f bukan section, yaitu tidak memiliki
invers kiri

b. Untuk setiap A-homomorfisma
u:l — U vyang bukan section,

uiM—=U

sehingga u'f = w, yaitu, &' membuat

diagram berikut komutatif
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terdapal sedemikian
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4. Homomorfisma A-modul g:M— N

disebut hampir terpisah kiri, jika:

a g bukan rectraction, Yyaitu
memiliki invers kanan.

b. Untuk  setiap  A-homomorfisma
v:V — N yang bukan rectraction,
terdapat
v':iV—M
gv' = v, yaitu, v' membuat diagram
berikut komutatif

tidak

sedemikian  sehingga

-

v
/ g -
Af S 0N
5. Homomorfisma A-modul f:L— M

disebut hampir terpisah minimal kiri jika
memenuhi minimal kiri dan hampir ter-
pisah kiri.
6. Homomorfisma A-modul g: M — N
disebut hampir terpisah minimal kanan jika
memenuhi minimal kanan dan hampir ter-
pisah kanan.

Untuk  pembahasan pertama, akan
ditunjukkan bahwa morfisma hampir terpisah
kiri (kanan) memiliki target (asalnya) yang
tunggal.

Proposisi 1.2

1. Homomorfisma A-modul f + L — M dan
[l L — M adalah hampir terpisah kiri

maka terdapat isomorfisama b : M — M’
sedemikian hingga f' = hf

Homomorfisma A-modul g : M — N dan
g':M'— N adalah hampir terpisah

L

kanan  maka  terdapat  isomorfisama

k = M — M/’ sedemikian  hingga
e r

g=gk

Pada lema berikut akan dinyatakan
bahwa morfisma hampir terpisah berhubungan
dengan modul tak terdekompaosisi

Lema 1.3

1. Jika f:L — M adalah morfisma hampir
terpisah kiri di mod A maka modul L
adalah modul tak terdekomposisi.

2. Jika g: M — N adalah morfisma hampir

terpisah kanan di mod A maka modul N
adalah modul tak terdekomposisi.

Selanjutnva akan dibahas menge-nai
bentuk  khusus  morfisma  lainnya,  yaitu
morfisma tak tereduksi.

Definisi 1.4 Homomorfisma f: X — Y di
mod A dikatakan tak tereduksi jika
memenuhi:

1. f bukan section atau rectaction
2. Jika f = f,f, maka f; adalah rectraction
dan f, adalah section

Morfisma tak tereduksi di mod A

adalah epimorfisma atau monomorfisma:
yaitu, jika f: X — Y tak tereduksi tapi bukan

epimorfisma, dan f = jp adalah faktorisasi
kanonik pada im f, maka j bukan
rectraction dan akibatnva p ada-lah section,
dan f adalah monomorfisma,

Contoh 1.5
Misalkan a € A adalah idempoten primitif
maka A-modul kanan eA adalah tak

terdekomposisi dan inklusi rad eA = eA
adalah hampir terpisah Kiri dan morfisma tak
teeduksi. Perhatikan bahwa, jika
v € Hom,(V,ed) dan v bukan rectraction maka
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im v adalah sub modul sejati dari eA.
Selanjutnya diperoleh bahwa
imv = rad eA, yaitu, vilV—ed

terfaktorkan melalui rad eA. Dan akibatnya
rad eA = eA adalah morfisma hampir
terpisah  Kiri. Diikuti dengan kemaksimalan
rad eApada eA maka raded - ed
adalah morfisma tak terduksi.

Selanjutnya akan dirumuskan definisi
morfisma tak tereduksi dengan menggunakan

notasi radikal, rad A, dari kategori mod A.

Lema 1.6
Misalkan X,Y adalah modul tak
terdekomposisi  di - mod A, Morfisma

f X —Y adalah tak tereduksi- jika dan
hanya jika f € rad (X, Y)}/radi(X,Y).
Selanjutnya akan dilihat karakter-istik
dari monomorfisma tak tereduksi (atau
epimorfisma tak tereduksi) di moed A melalui

cokermelnya (atau kernelnya),
Lema 1.7 Misalkan
S TN 6L N Y

" adalal: barisan eksak pendek tidak tevpisah di
mod A,

I.- Homomorfisma f:L — M adalah tak
tereduksi jika dan hanya jika untuk setiap

homorfisma v:V —N, terdapat
vy: V' — M sedemikian hingga v = gv,
dan wvy:M — V'  sedemikian hingga
g =v,

=2

Homomorfisma g: M — N adalah tak
tereduksi jika dan hanya jika untuk setiap

homorfisma u:lL —U, terdapat
Uy M — U sedemikian hingga u = uyf
dan  uy:U — M  sedemikian hingga
f=uu

Sebagai aplikasi Lema (1.7), akan
diperlihatkan  pada Akibat (1.8) bahwa
morfisma tak tereduksi dapat digunakan untuk
mengkanstruksi modul tak terdekomposisi.
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Akibat 1.8

1. Jika f:L— M adalah tak tereduksi
N = coker f
adalah modul tak terdekomposist.

Jika g:M — N adalah tak tereduksi
adalah

monomorfisma maka

epimorfisma maka L = kerg

modul tak terdekomposisi.
Pada teorema berikut ini akan di-

tunjukkan bahwa morfisma tak tereduksi

merupakan komponen dari morfisma hampir
terpisah.

Teorema 1.9

1. Misal f: L — M adalah morfisma hampir
terpisah minimal kiri di mod A maka f

tak tereduksi. Lebih lanjut, homomorfisma
fl:L—M" di A-modul adalah tak

terduksi jika dan hanya jika M'= 0 dan

terdapat dekomposisi jumlah langsung
MzM@®EM dan homomorfisma
L —M" sedemikian hingga

[ﬁ,] :L — M' @ M adalah hampir ter-
pisah minimal Kiri.
2. Misal g: M — N adalah morfisma hampir

terpisah minimal kanan di mod A maka g

tak tereduksi. Lebih lanjut, homomorfisma
g':M' — N di Amodul adalah tak

tereduksi jika dan hanya jika M' = 0 dan

terdapat dekomposisi  jumlah langsung
M2MGEM dan homomorfisma
g'+M"— N  sedemikian  hingga

[g' g'"]1:M'@ M — N adalah hampir
terpisah minimal kanan.

Barisan Auslander-Reiten

Pada bagian ini akan didefinisikan
bentuk khusus dari barisan eksak pendek,
yang secara khusus juga banyak digunakan
dalam teori representasi aljabar.
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Definisi 2.1 Barisan eksak pendek di mod A

0 Lot N Mo D

adalah  barisan  hampir terpisah jika
memenuhi: f adalah morfisma hampir ter-

pisah minimal kiri dan g adalah morfisma
hampir terpisah minimal kanan.

Berdasarkan Lema (1.3), bahwa jika
barisan tersebut ada maka L dan N modul tak
terdekomposisi. Barisan Auslander-Reiten
tidak akan pernah menjadi barisan terpisah
(karena f tidak section dan g tidak
rectraction) sehingga L bukan modul injektif
dan N bukan modul projektif. Lebih lanjut
Barisan Auslander-Reiten ini tunggal: yaitu
jika 0—=L—M—>N—0 dan
0— L — M — N —0 adalah dua
barisan hampir terpisah di mod A, maka

berdasarkan  Proposisi  (1.2)
berikut ekuivalen;

permyataan

a. Kedua barisan di atas isomorfik

b. Terdapat isomorfisma L = L' dari A-
maodul

c. Terdapat isomorfisma N 2 N' dari A-
modul

Lema 2.2 Misalkan

i e £ olw oM 24 N e @

6 — L Lo M 2N — D

adalah diagram komutatif dimana tiap baris

merupakan barisan eksak dan tidak terpisah,

1. Jika L tak terdekomposisi dan w adalah
automorfisma, maka u auto-morfisma dan
akibatnya v auto-morfisma

2, Jika N tak terdekomposisi dan u ada-lah
automorfisma, maka w automor-fisma dan

akibatnya v automorfisma
Pada teorema  berikutnya  akan
ditunjukkan  karakteristik  dari  Barisan

Auslander-Reiten. Ini merupakan hasil utama
dari tulisan ini. Teorema ini akan dituliskan
secara lengkap berikut buktinya.

Teorema 2.3 (Utama)
eksak pendek di mod A

Misalkan barisan

D) o B o A I e B

Pernyataan berikut ekuivalen:

|. Barisan yang diberikan adalah barisan
hampir terpisah

2. L tak terdekomposisi dan g adalah
morfisma hampir terpisah kanan

3. N tak terdekomposisi dan f adalah
morfisma hampir terpisah kiri.

4. f adalah morfisma hampir terpisah minimal
kiri.

5. g adalah morfisma hampir
minimal kanan,

6. L dan N tak terdekomposisi, f dan g
adalah morfisma tak tereduksi

terpisah

Bukti:

Dari definisi Barisan Auslander-Reiten,
(1) mengakibatkan (4) dan (5). Berdasarkan
Lema (1.3), (1) menye-babkan (2) dan (3).
Berdasarkan Teorema (1.9) dan Lema (1.3),

(1) mengakibatkan (6). Selanjutnya akan

dibuktikan bahwa (5) mengakibatkan (2).
Misalkan g adalah morfisma hampir terpisah
karan, maka berdasarkan Teorema (1.9), g

tak tereduksi, Selanjutnya karena Akibat (1.8),
diperoleh L =kerg modul tak terde-

komposisi. Jadi (2) terpenuhi. Dengan cara
yang sama, dapat ditunjukkan (4) meng-
akibatkan (2).

Kemudian  akan  dibuktikan  {2)
mengakibatkan (3). Misalkan L tak ter-
dekomposisi dan g adalah morfisma hampir
terpisah kanan. Maka g bukan rectraction
sehingga f  bukan Misalkan
w:L — U, sedemikian u'f =u
untuk semua uw': M — N. Akan ditunjukkan
Misalkan V' adalah

amalgamed  swm, berdasarkan  sifatnya,
diperoleh diagram komutatif sebagai berikut:

section,

hingga

u adalah section.
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G~ Ll %W <
-

g
h I

0 - U =V =N =1

Barisan paling bawah adalah barisan eksak tak
terpisah, maka k bukan rectraction. Karena g

hampir terpisah  kanan, maka terdapat
#:V — M se-demikian hingga = gv',

sehingga  di-peroleh  diagram  komutatif
berikut:

0 s L <L 3 B N = 00

l'n'u ltn- J Ly

0 — L e 3f 5 N = 0

dimana @ diperoleh dari menurunkan &
dengan melewati kemmel g. Berdasarkan Lema
(2.2) , karena L tak terdekomposisi dan 1y
automorfisma maka #iu juga automorfisma.
Akibatnya u adalah secrion,

Selanjutny. akan diperlihatkan jika (2)
dan (3) berlaku maka (1) akan berlaku.
Misalkan L dan N tak terdekomposisi, f dan

g adalah morfisma hampir terpisah. Misalkan
h € EndM hingga hf = f.
Akan ditunjukkan hadalah automorfis-ma.
Terdapat diagram komutatif berikut:

sedemikian

G T L B e W s
|i:. |h

"
+ 1
0 =L -Lardy

Dari diagram komutatif tersebut diper-oleh,
berdasarkan  Lema (2.2), h  adalah

automorfisma. Jadi f minimal kiri. De-ngan

cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa g

adalah minimal kanan.
Terakhir  akan  dibuktikan  (6)
mengakibatkan (2). Berdasarkan hipo-tesis, L

tak terdekomposisi dan g bukan rectraction.
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Misalkan v:V — N bukan rectraction.
Misalkan V' tak ter-dekomposisi. Karena f tak

tereduksi, maka berdasarkan Lema (1.7)
terdapat v":V — M sedemikian hingga

v =gv', jadi g adalah morfisma hampir
terpisah kanan. Atau terdapat h:M — V
sedemi-kian hingga g =wvh Karena g
tereduksi v bukan
rectraction maka h adalah section. Karena V
tak terdekomposisi maka h isomorfisma.
Akibatnya v' = k™, schingga g = vh jika
dan hanya jika gv' =g Jadi g adalah
morfisma terpisah kanan,

morfisma tak dan

KESIMPULAN

Pada tulisan ini telah dibahas mengenai
bentuk barisan hampir terpisah dengan
beberapa karakteristiknya. Barisan hampir
terpisah tidak akan pernah menjadi barisan
terpisah. Barisan hampir terpisah di mod A

itu tunggal yaitu, Jika
0=L—=M-—=N—0 dan
0— L'— M — N —0 adalah dua

barisan hampir terpisah di mod A, maka
kedua barisan tersebut isomorfik.
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